
Analiza funkcjonalna
Lista 4 (topologia przestrzenii Banacha, operatory liniowe)

Zad 1. Sprawdzi¢, czy podzbiór M przestrzeni Banacha X jest otwarty, domkni¦ty lub
ograniczony.

X M X M

a) C[−5, 1] {x : x(0) = 0} h) C[0, 1] {x :
∫ 1

0
x(t)dt = 0}

b) C(1)[−3, 3] {x : x(0) = x(1)} i) C[0, 1] {x :
∫ 1

0
x(t)dt < 1}

c) `∞ {x : supk∈N |x(k)| < 1} j) `∞ {x : ∃n ∀k>nx(k) = 0}
d) `∞ {x : ∀k∈N|x(k)| < 1} k) L1[0, 1] {x ∈ C([0, 1]) : maxt∈[0,1] |x(t)| < 1}
e) c0 {x : ∀k∈N|x(k)| < 1} l) `1 {x :

∑∞
k=1 |x(k)|2 ≤ 1}

f) `2 {x : ∀k∈N x(k) > 0} m) `p {x :
∑∞

k=1 x(k) ≤ 1 ∧ ∀k∈N x(k) ≥ 0}
g) `1 {x : ∀k∈N |x(k)| ≤ 1

k
} n) `p {x :

∑∞
k=1 x(k) = 1 ∧ ∀k∈N x(k) ≥ 0}

Zad 2. Wykaza¢, »e

a) zbiór A = {x ∈ `2 :
∑∞

k=1 |x(k)| ≤ 1} jest domkni¦ty i ma puste wnetrze w
przestrzeni `2,

b) `1 jest zbiorem I kategorii w przestrzeni `2.

Zad 3. Wykaza¢, »e je»eli przestrze« Banacha X posiada baz¦ Shaudera, to X jest o±rod-
kowa.

Zad 4. Uzasadni¢, »e przestrzenie c0, c, lp, gdzie 1 ≤ p <∞, s¡ o±rodkowe.

Zad 5. Pokaza¢, »e przestrze« l∞ nie jest o±rodkowa.

Zad 6. Niech A : (Rn, ‖ · ‖p)→ (Rm, ‖ · ‖q) b¦dzie odwzorowaniem liniowym o macierzy
[aij] 1≤i≤m

1≤j≤n
. Wykaza¢, »e norma operatora A

a) gdy p = 1 i q =∞ wyra»a si¦ wzorem ‖A‖ = max 1≤i≤m
1≤j≤n

|aij|,

b) gdy p = q =∞ wyra»a si¦ wzorem ‖A‖ = max1≤i≤m

∑n
j=1 |aij|,

c) gdy p = q = 2 szacuje si¦ nierówno±ciami

max
i,j
|aij| ≤ ‖A‖ ≤

√∑
i,j

|aij|2.

Zad 7. Obliczy¢ normy nast¦puj¡cych operatorów liniowych dziaªaj¡cych na pªaszczy¹nie
euklidesowej (R2, ‖ · ‖2)

A =

(
1 0
1 0

)
, B =

(
1
2

1
2

1
2

1
2

)
, C =

(
cos ϕ sin ϕ
− sin ϕ cos ϕ

)
, D =

(
1 4
0 1

)
.

Zad 8. Niech ‖x‖∞ = supt∈[0,1] |x(t)| oraz ‖x‖1 = supt∈[0,1] |x(t)|+supt∈[0,1] |x′(t)|. Udowod-
ni¢, »e

a) operator d
dt

: (C(1)[0, 1], ‖ · ‖1) → (C[0, 1], ‖ · ‖∞) jest operatorem ograniczonym i
wyznaczy¢ jego norm¦.

b) operator d
dt

: (C(1)[0, 1], ‖ · ‖∞)→ (C[0, 1], ‖ · ‖∞) nie jest operatorem ograniczonym.


