Analiza funkcjonalna
Lista 4 (topologia przestrzenii Banacha, operatory liniowe)

Zad 1. Sprawdzi¢, czy podzbior M przestrzeni Banacha X jest otwarty, domkniety lub

ograniczony.
X M X M

a) | C[-5,1] {z : 2(0) = 0} h) | C0,1] {z: fol z(t)dt = 0}

b) | CW[=3,3] | {z:z(0)=z(1)} i) | Co,1] {z: [} a(t)dt < 1}

¢) loo {z : supgey |2(k)] < 1} || j) loo {z : 3, Vi=nx(k) = 0}

d) loo {  Vien|z(k)] <1} || k) | L1]0,1] | {z € C([0,1]) : max,e)oq) |2(t)| < 1}
e) Co {z : Veen|z(k)| <1} | 1) | {z:> 0y lz(k)]* < 1}

f) 2 {z :Veenax(k) >0} | m) l, {z: Y 0 x(k) <1 A Vyenax(k) >0}
g) 2 {o :Vien|z(k)] < 1} || n) l, {x: >0 x(k) =1 A Vienz(k) > 0}

Zad 2. Wykazaé, ze

a) zbior A = {x € ly : > 7 |x(k)| < 1} jest domkniety i ma puste wnetrze w
przestrzeni (s,

b) (1 jest zbiorem I kategorii w przestrzeni /5.

Zad 3. Wykazad, ze jezeli przestrzenn Banacha X posiada baze Shaudera, to X jest osrod-
kowa.

Zad 4. Uzasadni¢, ze przestrzenie ¢, c, [,, gdzie 1 < p < oo, sg oSrodkowe.
Zad 5. Pokazaé, ze przestrzen [, nie jest osrodkowa.

Zad 6. Niech A : (R", | -|l,) — (R™, || -||,) bedzie odwzorowaniem liniowym o macierzy
[a;] 1<izm. Wykaza¢, 7e norma operatora A
1<j<n

a) gdy p=11 g = oo wyraza si¢ wzorem [|A|| = maxi<i<m |a;],
1<5<n
b) gdy p = ¢ = oo wyraza sie wzorem || A|| = maxi<;<, Z;‘:l |ag),

¢) gdy p = ¢ = 2 szacuje sie nier6wnosciami
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Zad 7. Obliczy¢ normy nastepujacych operatoréw liniowych dziatajacych na plaszezyznie

euklidesowej (R2, | - |2)
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Zad 8. Niech [12]]o = sup;eioy [2(1)] oraz [2ll = sup,eo y [(6) Hsupyeo y [2/(1)]. Udowod-
ni¢, ze
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a) operator 4 : (CW[0,1],] - 1) — (C[0,1],] - |lsc) Jest operatorem ograniczonym i

wyznaczy¢ jego norme.
d

b) operator £ : (CW[0,1], | - [l) = (C[0,1], || - || nie jest operatorem ograniczonym.



